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Àííîòàöèÿ

�àññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ñèñòåì íåàâòîíîìíûõ íåëèíåéíûõ äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ñîñðåäîòî÷åííûì è ðàñïðå-

äåëåííûì çàïàçäûâàíèÿìè. Èñïîëüçóÿ �óíêöèîíàë Ëÿïóíîâà � Êðà-

ñîâñêîãî, óñòàíîâëåíû îöåíêè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä îá

óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé. Â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè óêà-

çàíû îöåíêè íà ìíîæåñòâî ïðèòÿæåíèÿ è íà ñêîðîñòü ñòàáèëèçàöèè

ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû

ñèñòåìû íåéòðàëüíîãî òèïà, ïåðåìåííûå êîý��èöèåíòû, îöåíêè ðåøå-

íèé, óñòîé÷èâîñòü, ìíîæåñòâî ïðèòÿæåíèÿ, �óíêöèîíàë Ëÿïóíîâà �
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Abstra
t

A 
lass of systems of nonautonomous nonlinear di�erential equations of

neutral type with 
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entrated and distributed delays is 
onsidered. Using

a Lyapunov�Krasovskii fun
tional, we establish estimates allowing us to
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lude whether solutions are stable. In the 
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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè

äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ ñêîðîñòü ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà çàâè-

ñèò íå òîëüêî îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ, íî è îò çíà÷åíèé â ïðåäøåñòâóþùèå

ìîìåíòû âðåìåíè. Òàêèå óðàâíåíèÿ íàõîäÿò ïðèìåíåíèÿ â ìåäèöèíå (ìî-

äåëèðîâàíèå èììóííîãî îòâåòà è ðàñïðîñòðàíåíèÿ èí�åêöèé), ýêîíîìèêå

(äèíàìèêà ðûíêîâ), èíæåíåðíûõ ñèñòåìàõ (óïðàâëåíèå ðîáîòàìè è òðàíñ-

ïîðòíûìè ïîòîêàìè), ýêîëîãèè (äèíàìèêà ïîïóëÿöèé) è äð. Èññëåäîâàòå-

ëåé â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñóþò êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé ñîîò-

âåòñòâóþùèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â òîì ÷èñëå óñòîé÷èâîñòü.
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Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ óñòîé-

÷èâîñòè ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì (íàïðè-

ìåð, ñì. [1℄�[12℄ è áèáëèîãðà�èþ â íèõ). Îäèí èç ïîäõîäîâ îñíîâàí íà èñ-

ïîëüçîâàíèè �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî. Ýòîò ìåòîä îáëàäàåò

âàæíûìè äîñòîèíñòâàìè: îí äàåò êîíñòðóêòèâíûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

è ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ òèïîâ (çàïàçäûâàþùåãî èëè íåé-

òðàëüíîãî). Îäíàêî íå êàæäûé �óíêöèîíàë Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî ïîç-

âîëÿåò ïîëó÷àòü îöåíêè, õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü ñòàáèëèçàöèè ðåøå-

íèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ïîñëåäíèå ãîäû èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè

àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ. Ìíîãî ðàáîò ïîñâÿùåíî äè��åðåíöèàëüíûì óðàâ-

íåíèÿì ñ çàïàçäûâàíèåì è ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. Îäíàêî â ðå-

àëüíûõ çàäà÷àõ çà÷àñòóþ âîçíèêàþò ñëîæíûå íåëèíåéíûå íåàâòîíîìíûå

ñèñòåìû, â òîì ÷èñëå ñ íåñêîëüêèìè âèäàìè çàïàçäûâàíèÿ (ñîñðåäîòî÷åí-

íîå è ðàñïðåäåëåííîå). Ïîýòîìó àêòóàëüíîé çàäà÷åé îñòàåòñÿ ïîñòðîåíèå

ïîäõîäÿùèõ �óíêöèîíàëîâ è èõ ïðèìåíåíèå äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ðåøå-

íèé ñëîæíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì.

Â ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

çàïàçäûâàíèåì ñëåäóþùåãî âèäà:

d

dt
y(t) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ) + C(t)

d

dt
y(t− τ) +

t∫

t−τ

D(t, t− s)y(s) ds

+F

(
t, y(t), y(t− τ),

d

dt
y(t− τ)

)
, t ≥ 0, (1.1)

ãäå A(t), B(t), C(t), D(t, s) � ìàòðèöû ðàçìåðà n × n ñ íåïðåðûâíûìè

âåùåñòâåííîçíà÷íûìè ýëåìåíòàìè, ò.å.

aij(t), bij(t), cij(t) ∈ C(R+), dij(t, s) ∈ C(R+ × [0, τ ]), i, j = 1, . . . , n,

τ > 0 � ïàðàìåòð çàïàçäûâàíèÿ, F (t, u1, u2, u3) � íåïðåðûâíàÿ âåùåñòâåí-

íîçíà÷íàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâîé ïî u1 íà ëþáîì

êîìïàêòå G ⊂ [0,∞)× R
n × R

n × R
n
è F (t, 0, 0, 0) = 0.

Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü îöåíêè äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1) íà âñåé ïî-

ëóîñè {t ≥ 0}, íà îñíîâå êîòîðûõ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä îá óñòîé÷èâîñòè

íóëåâîãî ðåøåíèÿ è óêàçàòü ñêîðîñòü ñòàáèëèçàöèè íà áåñêîíå÷íîñòè. Ýòà

ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò íàøè èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé íåàâòîíîì-

íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì (íàïðèìåð, ñì. [13℄�

[17℄). Ìû èññëåäîâàëè ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì è ïåðèîäè÷åñêèìè êîý�-

�èöèåíòàìè â ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ. Áûëè óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ýêñïîíåíöè-

àëüíîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ è ïîëó÷åíû îöåíêè ýêñïîíåíöèàëü-

íîãî óáûâàíèÿ ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäÿùèõ

�óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà - Êðàñîâñêîãî.
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Â ñëó÷àå C(t) ≡ 0 ñèñòåìû âèäà (1.1) ñ ïåðåìåííûìè ñîñðåäîòî÷åííûì

è ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèÿìè èññëåäîâàíû â [18℄. Íåàâòîíîìíûå ñè-

ñòåìû âèäà (1.1) ïðè C(t) 6≡ 0 ñ ïîñòîÿííûìè ñîñðåäîòî÷åííûì è ðàñïðåäå-

ëåííûì çàïàçäûâàíèÿìè èññëåäîâàëèñü â [19℄. Îäíàêî â óêàçàííîé ðàáîòå

áûëè èññëåäîâàíû òîëüêî ëèíåéíûå ñèñòåìû (F (t, u1, u2, u3) ≡ 0) è íåëè-

íåéíûå ñèñòåìû, â êîòîðûõ âåêòîð-�óíêöèÿ F (t, u1, u2, u3) óäîâëåòâîðÿåò
îöåíêå ëèíåéíîãî õàðàêòåðà:

‖F (t, u1, u2, u3)‖ ≤ q1‖u1‖+ q2‖u2‖, t ≥ 0, uj ∈ R
n, qj ≥ 0. (1.2)

Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìàòðèâàåì íåàâòîíîìíûå ñèñòåìû âèäà (1.1), â

êîòîðûõ íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå ìîãóò èìåòü ðîñò âûøå ïåðâîé ñòåïåíè.

Â ðàáîòå ìû óêàçûâàåì óñëîâèÿ íà íà÷àëüíûå äàííûå, ïðè êîòîðûõ ðå-

øåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (1.1) îïðåäåëåíî íà âñåé ïîëóîñè

{t ≥ 0}, à òàêæå ïîëó÷àåì îöåíêè äëÿ ðåøåíèé. Èñïîëüçóÿ ýòè íåðàâåí-

ñòâà, â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ìû óêàçûâàåì îöåíêè íà

ñêîðîñòü ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1) íà áåñêîíå÷íîñòè. Âî âòî-

ðîì ïàðàãðà�å ìû �îðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû èç [19℄, ñ

èñïîëüçîâàíèåì êîòîðûõ â òðåòüåì ïàðàãðà�å ìû äîêàçûâàåì îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

� 2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â [19℄ èññëåäîâàëèñü ëèíåéíûå ñèñòåìû âèäà (1.1) (F (t, u1, u2, u3) ≡
0). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàì ïîòðåáóåòñÿ îäíî èç

óòâåðæäåíèé, óñòàíîâëåííûõ â óêàçàííîé ðàáîòå.

Âíà÷àëå ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Îïðåäåëèì (2n×2n)-ìàòðèöó

H(t) =

(
H1(t) H2(t)
H∗

2(t) H3(t)

)

òàêóþ, ÷òî

H(t) ∈ C1(R+), H(t) = H∗(t), t ≥ 0, (2.1)
〈
H(t)

(
u1

u2

)
,

(
u1

u2

)〉
≥ h(t)‖u1 −G(t)u2‖2, u1, u2 ∈ R

n, t ≥ 0, (2.2)

ãäå h(t) ∈ C([0,∞)), h(t) ≥ h0 > 0, G(t) � ìàòðèöà ðàçìåðà (n × n) ñ
íåïðåðûâíûìè ýëåìåíòàìè. Îïðåäåëèì ìàòðèöó K(t, s), t ≥ 0, s ∈ [0, τ ],
ðàçìåðà (n× n) òàêóþ, ÷òî

K(t, s) ∈ C1(R+ × [0, τ ]), K(t, s) = K∗(t, s), K(t, s) > 0. (2.3)
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Çäåñü è äàëåå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî S > 0 (èëè S < 0) îçíà÷àåò, ÷òî
S � ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà. Äëÿ

ìàòðèö ìû èñïîëüçóåì ñïåêòðàëüíóþ íîðìó.

Îïðåäåëèì ìàòðèöó

Q(t, s) =




Q11(t, s) Q12(t, s) Q13(t, s) Q14(t, s)
Q∗

12(t, s) Q22(t, s) Q23(t, s) Q24(t, s)
Q∗

13(t, s) Q∗
23(t, s) Q33(t, s) Q34(t, s)

Q∗
14(t, s) Q∗

24(t, s) Q∗
34(t, s) Q44(t, s)


 (2.4)

ñ ýëåìåíòàìè

Q11(t, s) = − d

dt
H1(t)−H1(t)A(t)− A∗(t)H1(t)−K(t, 0),

Q12(t, s) = − d

dt
H2(t)−A∗(t)H2(t)−H1(t)B(t),

Q13(t, s) = −H1(t)C(t)−H2(t),

Q14(t, s) = −τH1(t)D(t, s),

Q22(t, s) = − d

dt
H3(t)−H∗

2 (t)B(t)−B∗(t)H2(t) +K(t, τ),

Q23(t, s) = −H∗
2 (t)C(t)−H3(t),

Q24(t, s) = −τH∗
2 (t)D(t, s),

Q33(t, s) = 0, Q34(t, s) = 0,

Q44(t, s) = −τ

(
∂

∂t
K(t, s) +

∂

∂s
K(t, s)

)
.

(2.5)

�àññìîòðèì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû âèäà (1.1)

d

dt
y(t) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ) + C(t)

d

dt
y(t− τ)

+
t∫

t−τ

D(t, t− s)y(s) ds, t ≥ 0,

y(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0],

y(+0) = ϕ(0),

(2.6)

ãäå ϕ(t) ∈ C1([−τ, 0]) � çàäàííàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ. Â

[19℄ áûë óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 1 [19℄. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû H(t), K(t, s),
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2.1)�(2.3) è òàêèå, ÷òî

〈
Q(t, s)




u1
u2
u3
u4



 ,




u1
u2
u3
u4




〉

≥ p(t)

〈
H(t)

(
u1

u2

)
,

(
u1

u2

)〉

+τk(t)〈K(t, s)u4, u4〉, uj ∈ R
n, t ≥ 0, s ∈ [0, τ ], (2.7)

ãäå p(t), k(t) ∈ C(R+). Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ y(t) çàäà÷è (2.6) èìååò ìåñòî

îöåíêà

‖y(t)−G(t)y(t− τ)‖ ≤
√

V (0, ϕ)

h(t)
exp

(
−1

2

∫ t

0

γ(ξ)dξ

)
, t > 0, (2.8)

ãäå ìàòðèöà G(t) îïðåäåëåíà â (2.2),

V (0, ϕ) =

〈
H(0)

(
ϕ(0)
ϕ(−τ)

)
,

(
ϕ(0)
ϕ(−τ)

)〉

+

0∫

−τ

〈K(0,−s)ϕ(s), ϕ(s)〉ds, (2.9)

γ(t) = min{p(t), k(t)}. (2.10)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû èñïîëüçîâàëñÿ ñëåäóþùèé �óíêöè-

îíàë Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî [17℄:

V (t, y) =

〈
H(t)

(
y(t)
y(t− τ)

)
,

(
y(t)
y(t− τ)

)〉

+

t∫

t−τ

〈K(t, t− s)y(s), y(s)〉ds, (2.11)

îïðåäåëåííûé íà ðåøåíèè y(t) çàäà÷è (2.6) ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö H(t),
K(t, s), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 1.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðå-

ìû 1 è âåêòîð-�óíêöèÿ F (t, u1, u2, u3) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

2

〈
H(t)

(
F (t, u1, u2, u3)

0

)
,

(
u1

u2

)〉

≤ q(t)

〈
H(t)

(
u1

u2

)
,

(
u1

u2

)〉1+ω

, t ≥ 0, uj ∈ R
n, (2.12)
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ãäå q(t) ∈ C(R+), q(t) > 0, ω > 0. Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé ω = 0 èññëåäîâàí
â [19℄, ïîñêîëüêó óñëîâèå (1.2) ìîæíî çàìåíèòü íà ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíîå

óñëîâèå (2.12) è ïîâòîðèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ èç óêàçàííîé

ðàáîòû.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å ìû ñ�îðìóëèðóåì è äîêàæåì îñíîâíûå ðå-

çóëüòàòû ðàáîòû.

� 3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû èññëåäóåì íåëèíåéíûå ñèñòåìû âèäà (1.1) ïðè

óñëîâèè, ÷òî âåêòîð-�óíêöèÿ F (t, u1, u2, u3), îïðåäåëÿþùàÿ íåëèíåéíûå

ñëàãàåìûå, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.12). �àññìîòðèì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó

äëÿ (1.1)

d

dt
y(t) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ) + C(t)

d

dt
y(t− τ)

+

t∫

t−τ

D(t, t− s)y(s) ds+ F

(
t, y(t), y(t− τ),

d

dt
y(t− τ)

)
, t ≥ 0,

y(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0],

y(+0) = ϕ(0),

(3.1)

ãäå ϕ(t) ∈ C1([−τ, 0]) � çàäàííàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ.

Íèæå ìû óñòàíàâëèâàåì îöåíêè äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è (3.1).

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è ñõî-

äèòñÿ èíòåãðàë

R =

∞∫

0

q(ξ) exp

(
−ω

∫ ξ

0

γ(s)ds

)
dξ, (3.2)

ãäå γ(t), q(t) îïðåäåëåíû â (2.10), (2.12) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ

íà÷àëüíîé çàäà÷è (3.1) ñ íà÷àëüíîé �óíêöèåé ϕ(t) òàêîé, ÷òî

V (0, ϕ) <

(
1

ωR

)1/ω

, (3.3)

èìååò ìåñòî îöåíêà

‖y(t)−G(t)y(t− τ)‖ ≤
√

V (0, ϕ)

h(t)
exp

(
−1

2

∫ t

0

γ(ξ)dξ

)
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Ìàòâååâà È.È. 121

× (1− ω(V (0, ϕ))ωR)−1/2ω
, t > 0. (3.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y(t) � ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (3.1). �àñ-

ñìîòðèì íà ðåøåíèè �óíêöèîíàë Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî V (t, y), îïðå-
äåëåííûé â (2.11). Äè��åðåíöèðóÿ ýòîò �óíêöèîíàë, èìååì

d

dt
V (t, y) =

〈
d

dt
H(t)

(
y(t)
y(t− τ)

)
,

(
y(t)
y(t− τ)

)〉

+

〈
H(t)




d

dt
y(t)

d

dt
y(t− τ)


 ,

(
y(t)
y(t− τ)

)〉

+

〈
H(t)

(
y(t)
y(t− τ)

)
,




d

dt
y(t)

d

dt
y(t− τ)




〉

+〈K(t, 0)y(t), y(t)〉−〈K(t, τ)y(t−τ), y(t−τ)〉+
t∫

t−τ

〈
d

dt
K(t, t−s)y(s), y(s)

〉
ds.

Îáîçíà÷èì

z(t) = A(t)y(t) +B(t)y(t− τ) + C(t)
d

dt
y(t− τ) +

t∫

t−τ

D(t, t− s)y(s) ds.

Ïîñêîëüêó y(t) óäîâëåòâîðÿåò (3.1), ïîëó÷àåì

d

dt
V (t, y) =

〈
d

dt
H(t)

(
y(t)
y(t− τ)

)
,

(
y(t)
y(t− τ)

)〉

+

〈
H(t)




z(t)

d

dt
y(t− τ)



 ,

(
y(t)
y(t− τ)

)〉

+

〈
H(t)

(
y(t)
y(t− τ)

)
,




z(t)

d

dt
y(t− τ)



〉

+〈K(t, 0)y(t), y(t)〉 − 〈K(t, τ)y(t− τ), y(t− τ)〉

+

t∫

t−τ

〈
d

dt
K(t, t− s)y(s), y(s)

〉
ds+W (t),
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ãäå

W (t) = 2

〈
H(t)


 F

(
t, y(t), y(t− τ),

d

dt
y(t− τ)

)

0


 ,

(
y(t)
y(t− τ)

)〉
.

Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó Q(t, s), îïðåäåëåííóþ â (2.4) è (2.5), èìååì

d

dt
V (t, y) = −1

τ

t∫

t−τ

〈
Q(t, t− s)




y(t)
y(t− τ)
d

dt
y(t− τ)

y(s)


 ,




y(t)
y(t− τ)
d

dt
y(t− τ)

y(s)




〉
ds+W (t).

Â ñèëó (2.7) è (2.12) ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

d

dt
V (t, y) ≤ −p(t)

〈
H(t)

(
y(t)
y(t− τ)

)
,

(
y(t)
y(t− τ)

)〉

−k(t)

t∫

t−τ

〈K(t, t− s)y(s), y(s)〉ds

+q(t)

〈
H(t)

(
y(t)
y(t− τ)

)
,

(
y(t)
y(t− τ)

)〉1+ω

.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ �óíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî (2.11), ìû

èìååì

d

dt
V (t, y) ≤ −γ(t)V (t, y) + q(t)(V (t, y))1+ω,

ãäå �óíêöèÿ γ(t) îïðåäåëåíà â (2.10). Îòñþäà â ñèëó íåðàâåíñòâà �ðîíó-

îëëà (ñì., íàïðèìåð, [20℄) ïîëó÷àåì îöåíêó

V (t, y) ≤ exp

(
−

t∫
0

γ(ξ) dξ

)
V (0, ϕ)

×



1− ω(V (0, ϕ))ω
t∫

0

q(ξ) exp

(
−ω

ξ∫
0

γ(s) ds

)
dξ




−1/ω

, (3.5)

ãäå V (0, ϕ) îïðåäåëåíî â (2.9). Îöåíèì �óíêöèþ, ñòîÿùóþ â êðóãëûõ ñêîá-

êàõ,

U(t) = 1− ω(V (0, ϕ))ω
t∫

0

q(ξ) exp

(
−ω

ξ∫
0

γ(s) ds

)
dξ
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≥ 1− ω(V (0, ϕ))ω
∞∫

0

q(ξ) exp

(
−ω

ξ∫
0

γ(s) ds

)
dξ = 1− ω(V (0, ϕ))ωR,

ãäå R îïðåäåëåíî â (3.2). Åñëè ϕ(t) òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.3),
òî U(t) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (3.5) èìååì íåðàâåíñòâî

V (t, y) ≤ exp

(
−

t∫
0

γ(ξ) dξ

)
V (0, ϕ) (1− ω(V (0, ϕ))ωR)−1/ω

.

Èñïîëüçóÿ (2.2), ïîëó÷àåì

‖y(t)−G(t)y(t− τ)‖2 ≤ 1

h(t)

〈
H(t)

(
y(t)
y(t− τ)

)
,

(
y(t)
y(t− τ)

)〉

≤ V (t, y)

h(t)
≤ V (0, ϕ)

h(t)
exp

(
−

t∫
0

γ(ξ) dξ

)
(1− ω(V (0, ϕ))ωR)−1/ω

.

Îòñþäà äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (3.1) ïîëó÷àåì îöåíêó (3.4).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü G(t) ≡ 0 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.

A. Åñëè γ̃(t) =

t∫

0

γ(s)ds ≥ 0, òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1)

óñòîé÷èâî, ïðè ýòîì ðåøåíèå y(t) çàäà÷è (3.1) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖y(t)‖ ≤
√

V (0, ϕ)

h0
(1− ω(V (0, ϕ))ωR)−1/2ω

, t > 0.

B. Åñëè γ̃(t) → ∞ ïðè t → ∞, òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, ïðè ýòîì ñêîðîñòü ñòàáèëèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ

�óíêöèåé

exp

(
−1

2

∫ t

0

γ(ξ)dξ

)
.

C. Åñëè γ̃(t) ≥ γ1t + γ2 ñ γ1 > 0, òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1)

ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî, ïðè ýòîì ðåøåíèå y(t) çàäà÷è (3.1) óäîâëå-

òâîðÿåò îöåíêå

‖y(t)‖ ≤
√

V (0, ϕ)

h0

exp

(
−γ1t

2
− γ2

2

)
(1− ω(V (0, ϕ))ωR)−1/2ω

, t > 0.

�àññìîòðèì ñëåäóþùåå �óíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

x(t) = G(t)x(t− τ), t ≥ 0, (3.6)
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ãäå τ > 0 � ïàðàìåòð çàïàçäûâàíèÿ, G(t) � ìàòðèöà ðàçìåðà (n × n) ñ
íåïðåðûâíûìè ýëåìåíòàìè. Ñèñòåìû âèäà (3.6) â ëèòåðàòóðå ÷àñòî íàçû-

âàþò íåïðåðûâíûìè ïî âðåìåíè ðàçíîñòíûìè ñèñòåìàìè ñ çàïàçäûâàíèåì

(íàïðèìåð, ñì. [21, 22, 23℄). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

(3.6) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî; ò.å. ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

‖x(t)‖ ≤ a1e
−a2t max

s∈[−τ,0]
‖x0(s)‖, t ≥ 0, (3.7)

ãäå a1, a2 > 0, x0(t) ∈ C([−τ, 0]) � çàäàííàÿ íà÷àëüíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ,

ïðè÷åì x(t) = x0(t) ïðè t ∈ [−τ, 0]. Òîãäà, èñïîëüçóÿ îöåíêó (3.4), ïðîâîäÿ
òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ êàê â [19℄, ìîæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå ðåçóëüòà-

òû.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü G(t) 6≡ 0, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è íóëåâîå

ðåøåíèå ñèñòåìû (3.6) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî. Åñëè

t∫

0

γ(s)ds ≥ γ1t+ γ2, γ1 > 0,

òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3. Åñëè γ1−2a2 < 0,
òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) èìååò ìåñòî îöåíêà

‖y(t)‖ ≤
(
a1e

−a2t + d
(
1− e(γ1/2−a2)τ

)−1
e−γ1t/2

)
max

s∈[−τ,0]
‖ϕ(s)‖,

ãäå

d = a1e
a2τ−γ2/2

√
2‖H(0)‖+ τ max

s∈[0,τ ]
‖K(0, s)‖

√
h0

(1− ω(V (0, ϕ))ωR)−1/2ω
.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3. Åñëè γ1−2a2 = 0,
òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) èìååò ìåñòî îöåíêà

‖y(t)‖ ≤
(
a1e

−a2t + d

(
t

τ
+ 1

)
e−γ1t/2

)
max

s∈[−τ,0]
‖ϕ(s)‖.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3. Åñëè γ1−2a2 > 0,
òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) èìååò ìåñòî îöåíêà

‖y(t)‖ ≤
(
a1e

−a2t + d
(
e(γ1/2−a2)τ − 1

)−1
eγ1(1−r)τ/2e−rγ1t/2

)
max

s∈[−τ,0]
‖ϕ(s)‖,
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ãäå 0 < r < 2a2
γ1
.

Çàìå÷àíèå. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 3 íåðàâåíñòâî (3.3) äà-

åò îöåíêó íà ìíîæåñòâî ïðèòÿæåíèÿ, ïðè ýòîì óñëîâèå ñõîäèìîñòè èíòå-

ãðàëà â (3.2) ìîæíî çàìåíèòü íà óñëîâèå ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

∞∫

0

q(ξ)e−ωγ1ξdξ.

×òîáû èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 3 è ñîîòâåòñòâóþùèå ñëåäñòâèÿ, íàì íóæ-

íî îïðåäåëèòü a1, a2 â (3.7). Åñëè G(t) � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà (G(t) ≡ G),

òî, èñïîëüçóÿ ýðìèòîâî ðåøåíèå L > 0 äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíî-

âà [24, 25℄

L−G∗LG = I,

ìîæíî âçÿòü

a1 =
√

µ(L), a2 = −
ln
(
1− 1

‖L‖

)

2τ
,

ãäå µ(L) = l−1
min‖L‖, lmin ≥ 1 � ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû L.

Åñëè G(t) � T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñ íåïðåðûâíûìè ýëåìåíòàìè,

òî, èñïîëüçóÿ ýðìèòîâî íåïðåðûâíîå T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå L(t) > 0
�óíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà [26, 27, 28℄

L(t− τ)−G∗(t)L(t)G(t) = I, t ≥ 0, (3.8)

ìîæíî âçÿòü

a1 =
√

µ(L), a2 = −
ln
(
1− 1

Lmax

)

2τ
,

ãäå µ(L) = lminLmax, l
min =

(
min
s∈[0,T ]

lmin(s)

)−1

, Lmax = max
s∈[0,T ]

‖L(s)‖, lmin(t) ≥
1 � ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû L(t).

Åñëè G(t) � ìàòðèöà ñ íåïðåðûâíûìè ýëåìåíòàìè, òî, èñïîëüçóÿ ýð-

ìèòîâî íåïðåðûâíîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå L(t) > 0 �óíêöèîíàëüíî-ðàç-
íîñòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (3.8), ìîæíî âçÿòü [19℄

a1 =
√
µ(L), a2 = −

ln
(
1− 1

Lsup

)

2τ
.

ãäå µ(L) = lminLsup, l
min =

(
min
s≥0

lmin(s)

)−1

, Lsup = sup
s≥0

‖L(s)‖, lmin(t) ≥ 1 �

ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû L(t).
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